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1 Introduction

La simulation de problèmes scientifiques sur les systèmes de traitement d’informations
nécessite de pouvoir disposer de générateurs de nombres pseudo-aléatoires distribués
uniformément ou selon d’autres lois de probabilité telles que Poisson ou Normale, par
exemple.

Nous examinerons plusieurs méthodes pour obtenir ces distributions à partir de nombres
aléatoires uniformément distribués, comme par exemple la méthode de l'inverse ou la
méthode d'acceptation-rejet.

Dans le cas d’espèce qui nous occupe, nous appliquerons les techniques de simulation
au système bonus-malus existant dans l’assurance responsabilité civile automobile pour
estimer les distributions en régimes transitoire et stationnaire.

Pour la mise en œuvre de nos simulations, nous avons utilisé le langage de
programmation APL qui permet de créer des programmes qui sont rapidement testés et
opérationnels. Un autre atout non négligeable de ce langage est la puissance des
opérateurs sur les vecteurs ou les matrices qui dans d'autres langages nécessiterait
d'utiliser des bibliothèques de fonctions et qui alourdirait la programmation.

2 Nombres pseudo-aléatoires

Les simulations nécessitent l’utilisation de nombres aléatoires, que ce soit pour simuler
des problèmes scientifiques ou tout simplement pour mettre en œuvre des jeux
interactifs.

Il est par contre une question qui vient immédiatement à l’esprit, comment une machine
qui ne peut ni raisonner, ni réfléchir, peut-elle réussir à tirer au sort un nombre alors
qu’elle est "juste" capable d’exécuter des programmes selon une logique qu’on lui a
fournie ?

La génération des nombres aléatoires sur un ordinateur n’a en fait rien d’aléatoire, c’est
pour cela que l’on appelle ceux-ci pseudo-aléatoires. Ils sont générés de manière
déterministe et ont l’apparence d’être distribués uniformément sur (0,1). La suite des
nombres générés démarre une fois que le germe a été fourni. Ce germe peut être
initialisé en fonction de la date et de l’heure de la machine pour que la suite soit
différente à chaque exécution et donne ainsi l’illusion du hasard.

2.1 Algorithme "Congruentiel multiplicatif"

Une des approches des plus simples est l’algorithme "congruentiel multiplicatif", il
implique l’utilisation d’une multiplication et du reste de la division entière (modulo).
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La génération de la suite de nombres pseudo-aléatoires débute avec la valeur initiale x0,
appelée germe, qui doit être fournie par l’utilisateur. A partir d’un même germe, la suite
des nombres sera identique. La suite des nombres aléatoires est exprimée par la formule
de récurrence

.modulo1 maxx nn −= (1)

Il faut remarquer que 0x  doit être différent de 0, sinon la suite {xn} sera nulle. Pour
donner l’illusion d’une distribution uniforme sur (0,1) on doit normaliser la valeur de xn
qui est distribuée sur (0,m) en effectuant une division en virgule flottante par la valeur
m.

Pour une implémentation sur un processeur 32 bits, les valeurs a = 75 = 16’807 et
m = 231 - 1 = 2’147’483’647 donnent de bons résultats, tels que pour chaque germe, la
suite de nombres aléatoires a l’apparence d’être uniformément distribuée et ne se répète
qu’après un nombre important de tirages. La suite de nombres aléatoires commence à se
répéter après m - 1 = 231 - 2 tirages, c'est pourquoi l'on dit que ce générateur est de cycle
complet.

2.2 Algorithme "Congruentiel mixte"

L'algorithme "congruentiel mixte" implique l’utilisation d’une multiplication, d’une
addition et du reste de la division entière.

Contrairement à l’algorithme précédent, la valeur initiale x0 de la suite des nombres
aléatoires peut être nulle. Ceci est la conséquence de l’addition d’une constante c dans la
formule de récurrence suivante

( ) .modulo1 mcaxx nn += − (2)

Pour ce type de générateur, on peut choisir m en fonction de la taille d’un mot du
processeur, si cette taille est de 32 bits, on aura m = 232. Cette façon de faire rendra
l’algorithme extrêmement performant, puisque la fonction sera assurée implicitement
par le processeur.

Nous donnons un exemple d’implémentation de ces deux algorithmes ainsi qu’un
exemple d’exécution dans les annexes A et B. Ces exemples ont étés programmés dans
le langage C qui se prête bien à ce genre d'exemples.

Dans nos simulations, nous partons du principe que nous disposons d’un bon générateur
de nombres aléatoires et le considérons simplement comme une boîte noire qui nous les
fournit à volonté.
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2.3 Utilisation des nombres aléatoires pour l’évaluation des
intégrales

L’évaluation des intégrales était une des premières applications des nombres aléatoires.
Soit )(xg  une fonction dont on veut évaluer θ  où

.)(
1

0
�= dxxgθ (3)

Pour évaluer la valeur de θ , comme U est uniformément distribuée sur (0,1) alors nous
pouvons exprimer θ  comme

[ ] .)(UgE=θ (4)

Si kUU ,...,1  sont des variables indépendantes distribuées uniformément sur (0,1), il
s’ensuit que les variables aléatoires )(,...),( 1 kUgUg  sont indépendantes et
identiquement distribuées. La loi forte des grands nombres nous dit alors que

[ ] .quand)(
)(

1
∞→→�

=

kUgE
k
Ugk

i

i (5)

Nous pouvons donc approximer θ  en générant un grand nombre de nombres aléatoires
et en prenant comme approximation la moyenne des kiUg i ,...,1),( = .

Cette approche, pour approximer les intégrales, est appelée méthode de Monte-Carlo.
Un exemple d'intégration écrit en APL est donné dans l'annexe C pour l'intégrale

.)sin(
1

0
� dxx (6)

Si nous désirons intégrer une fonction dont les bornes d’intégration sont comprises entre
a et b, avec 0≠a  et 1≠b , tel que

,)(�=
b

a

dxxhθ (7)

nous devons effectuer la substitution suivante

,
ab
axy

−
−= (8)
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d'où

)( abyax −⋅+= (9)

et

.
ab

dxdy
−

= (10)

D’où il s'ensuit que

( ) .)(1

0
� −

−⋅+= dy
ab

abyahθ (11)

3 Méthode de l’inverse

Nous désirons générer des nombres aléatoires non plus de manière uniforme, mais
distribuée selon une loi particulière dont nous connaissons la fonction de répartition
continue ou les masses de probabilité discrètes.

3.1 Distributions discrètes

Supposons que nous voulions générer les valeurs d’une variable aléatoire discrète X
dont les masses de probabilité sont

{ } .1,...,1,0, ==== �
j

jjj pjpxXP (12)

Pour obtenir ce résultat, nous générons un nombre aléatoire U distribué uniformément
sur (0,1) et posons

�
�
�
�

�

�
�
�
�

�

�

<≤

+<≤
<

=

��
=

−

=

�

�

j

i
i

j

i
ij pUpx

ppUpx
pUx

X

1

1

1

1001

00

si

si
si

(13)
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Puisque, pour 10 <<< ba , on a

{ } abbUaP −=<≤ (14)

il s'ensuit immédiatement que

{ } .
1

1 1
i

j

i

j

i
iij ppUpPxXP =
�
�
�

�
�
�

<≤== � �
−

= =
(15)

Ainsi X aura la distribution souhaitée si on applique la transformation (13).

3.1.1 Génération d’une variable distribuée uniformément sur un support discret

Nous désirons générer une variable aléatoire X dont la distribution est uniforme, mais
contrairement au générateur uniforme U dont les valeurs sont distribuées sur [0,1), le
support de X est n,...,1 . Ce type de générateur peut être utilisé, par exemple pour
simuler un tirage de loterie à numéro ou tirer les cartes d’un jeu.

Nous pouvons donc écrire

nj
n

jXP ,...,1,1}{ === (16)

d’où nous déduisons que

.1si
n
jU

n
jjX <≤−= (17)

Donc, X est égal à j si jnUj <≤−1  en d’autres termes,

[ ] 1+⋅= UnX avec U distribuée uniformément sur [0,1), (18)

où [x] est la partie entière de x.

3.1.2 Rappel sur la formule de récurrence de la famille a-b

Pour les lois Poisson, Binomiale, Binomiale Négative et Géométrique, nous pouvons
trouver a et b tel que la formule de récurrence suivante est vérifiée

...,3,2,1}1{}{ =−=⋅�
�

�
�
�

� +== nnNP
n
banNP (19)
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Les valeurs de a et b ainsi que de }0{ =NP  sont récapitulées dans le tableau 1 et les
fonctions de densité de probabilité se retrouvent dans le tableau 2.

Distribution }0{ =NP a b
Poisson( λ ) λ−e 0 λ

Binomiale(n,p) nq
q
p− )1( +n

q
p

Binomiale Négative(r,p) rp q )1( −rq
Géométrique(p) p q 0

Tableau 1 : Paramètres de la famille a-b

Distribution fdp

Poisson( λ )
!

)(
x

exf
xλλ ⋅=

−

Binomiale(n,p) xnx qp
x
n

xf −
��
�

�
��
�

�
=)(

Binomiale Négative(r,p) xr qp
x
rx

xf ��
�

�
��
�

� −+
=

1
)(

Géométrique(p) xqpxf ⋅=)(

Tableau 2 : Fonctions de densité de probabilité de la famille a-b

3.1.3 Générer une variable aléatoire de Poisson

La clé pour utiliser la transformation inverse afin de générer une variable aléatoire
distribuée selon la loi de Poisson réside dans l'utilisation de la formule de récurrence
que nous avons vue au point 3.1.2. Nous avons que

...,3,2,1},1{}{ =−=⋅== nnNP
n

nNP λ (20)

et

.}0{ λ−== eNP (21)

Afin de faciliter l’implémentation de l’algorithme, le pseudo-code est donné ci-dessous
et permet sa mise en oeuvre dans le langage utilisé par le lecteur. Un exemple de mise
en oeuvre en APL est donné dans l’annexe D pour la transformation inverse d’une loi de
Poisson.
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Pseudo-code

1. Générer un nombre aléatoire uniforme U.
2. Poser n = 1, λ−= ep , F = p.
3. Si FU <  alors poser 1−= nX  et arrêter.

4. Poser p
n

p ⋅= λ , pFF +=  et incrémenter n.

5. Continuer au point 3.

Il est très facile d'étendre le même algorithme en faisant les adaptations nécessaires pour
les autres lois de probabilités de la famille a-b.

3.2 Distributions continues

La transformation inverse d'une distribution continue suppose que l'on connaisse sa
fonction de répartition.

Si U est une variable aléatoire distribuée uniformément sur (0,1), alors pour une
fonction de répartition F quelconque nous proposons de définir la variable aléatoire X
par

.)(1 UFX −= (22)

Preuve

{ }
{ } .)(

,)(
1 xUFP

xXPxF
≤=

≤=
−

(23)

Puisque F est une fonction de répartition, il découle que )(xF  est une fonction
monotone croissante de x, alors l'inégalité ba ≤  est équivalente à )()( bFaF ≤ .

( ){ }
{ } ( )

.)1,0(surntuniformémedistribuéestpuisque)(
,)(puisque)(

,)()()(
1

1

UxF
UxFFxFUP

xFUFFPxF

=
=≤=

≤=
−

−

(24)

3.2.1 Distribution exponentielle

La distribution exponentielle est un cas particulier, car il est possible de trouver l'inverse
analytiquement. Soit la fonction de répartition

.0,1)( >−= − xexF xβ (25)
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Si nous posons )(1 uFx −= , alors

xexFu β−−== 1)( (26)

donc

.1 xeu β−=− (27)

Si nous prenons le logarithme des deux cotés, nous obtenons

.)1log( ux −=− β (28)

Nous pouvons maintenant isoler x qui est égal à

.)1log(
β

ux −−= (29)

Il est donc possible de générer une variable aléatoire exponentielle de paramètre β  en
générant un nombre aléatoire U et en posant

.)1log()(1

β
UUFX −−== − (30)

Etant donné que U−1  est distribuée uniformément sur (0,1), on a que U est également
distribuée uniformément sur (0,1), donc nous pouvons écrire que

.)log(
β
UX −= (31)

Cette transformation permet de gagner une opération de calcul, ce qui en soit peut
paraître insignifiant mais, si on utilise un nombre important de nombres aléatoires cela
peut permettre de diminuer la durée des simulations.

3.2.2 Distribution gamma pour αααα entier

Supposons que nous désirons générer une variable aléatoire Gamma( βα ;n= ) avec
0etentier1 >> βα . La fonction de répartition d'une telle distribution est donnée par

( )
( ) .

!1
)(

0

1

� −
⋅⋅=

−−x ny

dy
n

yexF ββ β

(32)



Robert Langmeier Simulation: application au système bonus-malus en RC automobile

- 9 -

Pour cette distribution, il n'est pas possible d'exprimer la fonction inverse
analytiquement. Par contre, en utilisant le résultat qu'une variable aléatoire X ayant une
distribution Gamma( βα ;n= ) peut être vue comme la somme de n exponentielles
indépendantes de paramètre β et, vu le résultat obtenu au point 3.2.1, nous pouvons
écrire

.)log(1

,)log(...)log()log(

21

21

n

n

UUU

UUUX

⋅⋅⋅⋅−=

−−−−=

β

βββ
(33)

L'utilisation de l'identité )log()log( 211 n
n

i i xxxx ⋅⋅⋅⋅=� =
 permet d'économiser du temps

de calcul, car au lieu de n logarithmes, un seul est requis.

4 Méthode d’acceptation-rejet

La technique d'acceptation-rejet est puissante pour générer une variable aléatoire dont la
fonction de densité de probabilité est connue et calculable mais pas sa fonction de
répartition contrairement à la méthode de l'inverse.

4.1 Modèle discret

Supposons que nous avons une méthode efficiente pour simuler une variable aléatoire
dont les masses de probabilité sont }0,{ ≥jq j . Nous pouvons alors l'utiliser comme
base pour simuler la distribution dont les masses de probabilité sont }0,{ ≥jp j  en
simulant en premier lieu une variable aléatoire Y avec masses de probabilité }{ jq  et en

acceptant cette valeur avec une probabilité proportionnelle à 
Y

Y

q
p

.

Cette proportion est exprimée plus précisément par c, une constante telle que

.0quetellestouspour ≥≤ j
j

j pjc
q
p

(34)

Nous avons maintenant la technique suivante, appelée méthode d’acceptation-rejet, pour
simuler une variable aléatoire X dont les masses de probabilité sont .}{ jXPp j ==
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Pseudo-code

1. Simuler la valeur de Y distribuée selon les masses de probabilité jq .
2. Générer un nombre aléatoire U.

3. Si 
Y

Y

cq
pU ≤  alors poser X = Y et arrêter sinon aller à l'étape 1.

L’organigramme de cette méthode est représenté dans la figure 1 ci-dessous.

Génère Y avec une
masse de

probabilité qj

Génère U

Début

Y

Y

cq
pU ≤ Fin

OUI

NON

X = Y

Figure 1 : Organigramme de la méthode d'acceptation-rejet discrète

Théorème

L’algorithme d’acceptation-rejet génère une variable aléatoire X telle que

...,1,0,}{ === jpjXP j (35)

De plus, le nombre d’itérations nécessaires pour obtenir la variable aléatoire X est
distribuée selon une loi géométrique de paramètre c.

Preuve

Pour commencer, nous devons déterminer la probabilité qu’une seule itération produise
l’acceptation pour la valeur de j.

.

,

,}|acceptéest{}{}acceptéest,{

c
p

cq
p

q

jYPjYPjYP

j

j

j
j

=

=

=⋅===

(36)

En effectuant la somme sur toutes les réalisations possibles de j, nous obtenons la
probabilité que la variable aléatoire soit acceptée

.1}accepté{
cc

p
P

j

j ==� (37)
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Comme les itérations sont indépendantes et que chacune d'entre elles résulte en

l’acceptation de la valeur avec une probabilité 
c
1 , nous pouvons voir que le nombre

d'itérations nécessaires est distribué selon une loi géométrique de paramètre c. Nous
pouvons donc écrire

.

,11

,}itérationl'àaccepté{}{

1

j

j

n

n
n

p
c
p

c

njPjXP

=

�
�

�
�
�

� −=

==

�

�

−

(38)

4.1.1 Exemple

Supposons que nous désirons simuler la valeur d'une variable aléatoire X dont les
réalisations et leurs probabilités respectives sont

x 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
p(x) 0.11 0.12 0.09 0.08 0.12 0.10 0.09 0.09 0.10 0.10

La première possibilité serait d'utiliser la technique de l'inverse que nous avons vue au
point 3.1. L'autre possibilité est d'utiliser la méthode d'acceptation-rejet avec les masses
de probabilité q distribuées uniformément sur 1, . . . , 10. Nous avons donc

.10,..,1,
10
1 == jq j

En fonction de ce choix pour }{ jq , il s'ensuit que c est égal à

.2.1max ==
j

j

q
p

c

L'algorithme pour cet exemple est le suivant

Pseudo-code

1. Générer un nombre aléatoire uniforme 1U  et poser 1)10(Entier 1 += UY .
2. Générer un second nombre aléatoire 2U .

3. Si 
12.02
YpU ≤  alors poser X = Y et arrêter sinon aller à l'étape 1.
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La constante 0.12 dans l'étape 3 provient de 12.0
10

2.1 ==⋅ Yqc .

En moyenne, cet algorithme nécessite seulement 1.2 itérations pour obtenir la génération
de la variable aléatoire X.

4.2 Modèle continu

Nous supposons en premier lieu que nous sommes capables de générer une variable
aléatoire ayant comme fonction de densité de probabilité )(xg . Nous pouvons alors
l'utiliser comme point de départ pour générer la fonction de densité de probabilité )(xf
en générant Y à partir de g et en acceptant la valeur de Y avec une probabilité

proportionnelle à 
)(
)(

Yg
Yf .

Cette proportion est exprimée par c, une constante telle que

.lestouspour
)(
)( yc

yg
yf ≤ (39)

Le pseudo-code ci-dessous résume la technique de génération d'une variable aléatoire
avec une fonction de densité de probabilité f.

Pseudo-code

1. Simuler la valeur de Y avec comme fonction de densité de probabilité g.
2. Générer un nombre aléatoire U.

3. Si 
)(
)(

Ycg
YfU ≤  alors poser X = Y et arrêter sinon aller à l'étape 1.

L’organigramme de cette méthode est représenté dans la figure 2 ci-dessous.

Génère
Y ~ g Génère U

Début

)(
)(

Ycg
YfU ≤ Fin

OUI

NON

X = Y

Figure 2 : Organigramme de la méthode d'acceptation-rejet continue

Le lecteur notera que la méthode d'acceptation-rejet continue est exactement la même
que pour le modèle discret, les masses de probabilité étant remplacées par les fonctions
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de densité de probabilité. Il s'ensuit que la démonstration du modèle discret est
également valable pour le modèle continu.

4.2.1 Distribution Normale

Nous désirons générer une variable aléatoire Z ayant une distribution Normale standard
(c'est-à-dire de moyenne 0=µ  et de variance 12 =σ ). En premier lieu, il faut noter que
la fonction de densité de probabilité de la valeur absolue de Z est

.0,
2
2)( 2

2

∞<<=
−

xexf
x

π
(40)

Pour générer un nombre aléatoire distribué selon une loi Normale standard par la
méthode d'acceptation-rejet, nous commençons par poser la fonction g comme étant une
fonction de densité de probabilité exponentielle de moyenne 1, c'est-à-dire

.0,)( ∞<<= − xexg x (41)

Il s'ensuit que le rapport de f sur g devient

2

2

2
)(
)( xx

e
xg
xf −

=
π

(42)

et que la valeur maximale de 
)(
)(

xg
xf  se produit pour la valeur de x qui maximise 

2

2xx − .

En résolvant, on constate que cela se produit pour 1=x . Nous pouvons donc déterminer
notre constante c qui sera égale à

.2
)1(
)1(

)(
)(max

π
e

g
f

xg
xfc === (43)

Puisque

,
2

)1(exp

,
2
1

2
exp

)(
)(

2

2

�
�
�

�
�
� −−=

�
�
�

�
�
�

−−=

x

xx
xcg
xf

(44)

il s'ensuit que nous pouvons générer la valeur absolue d'une variable aléatoire Normale
selon l'algorithme indiqué dans le pseudo-code ci-dessous.
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Pseudo-code

1. Générer Y, une variable aléatoire exponentielle de paramètre 1.
2. Générer un nombre aléatoire 1U .

3. Si 
�
�
�

�
�
� −−≤

2
)1(exp

2

1
YU  alors poser X = Y et arrêter sinon aller à l'étape 1.

4. Générer un nombre aléatoire 2U  et poser

�
�
�

��
�

�

>−

≤
=

.
2
1si

,
2
1si

2

2

UX

UX
Z

Lorsque la variable aléatoire X est générée, elle a une distribution selon la fonction de
densité de probabilité définie à l'équation (40). Celle-ci est donc distribuée comme la
valeur absolue d'une variable aléatoire Normale standard. Nous pouvons obtenir la
variable aléatoire Z en laissant celle-ci prendre soit la valeur de X, soit la valeur de -X et
ce de façon équiprobable.

Un exemple de programmation de l'algorithme décrit ci-dessus est donné dans
l'annexe E.

Dans l'étape 3, la valeur de Y est acceptée si

,
2

)1(exp
2

�
�
�

�
�
� −−≤ YU (45)

ce qui est équivalent à

( ) .
2

1log
2−≥− YU (46)

Or on a vu au point 3.2.1 que Ulog−  est une variable aléatoire exponentielle de
paramètre 1, le pseudo-code devient donc
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Pseudo-code

1. Générer 2 exponentielles indépendantes de paramètre 1, soit 1Y  et 2Y .

2. Si 
2

)1( 2
1

2
−

≥
Y

Y  alors poser X = 1Y  et arrêter sinon aller à l'étape 1.

3. Générer un nombre aléatoire U et poser

�
�
�

��
�

�

>−

≤
=

.
2
1si

,
2
1si

UX

UX
Z

Cet algorithme de génération d'une nombre aléatoire distribué selon une loi Normale
standard est d'une très bonne efficacité, puisque le nombre moyen d'itérations, qui est

donné par c, est égal à 32.12 ≅=
π
ec .

5 Méthode polaire pour générer une variable aléatoire
distribuée selon une loi Normale

Dans cette section, nous allons voir comment nous pouvons générer des variables
aléatoires distribuées selon une loi Normale en partant de nombres aléatoires distribués
uniformément.

Soit X et Y deux variables aléatoires Normales de moyenne 0=µ  et de variance
12 =σ . Si R et θ  représentent les coordonnées polaires du vecteur (X,Y) alors

222 YXR += (47)

et

.tan
X
Y=θ (48)
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Comme X et Y sont indépendantes, la distribution conjointe de leurs fonctions de densité
de probabilité est donnée par

.,,
2
1

,
2
1

2
1),(

2

22

22

22

∞<<−∞=

⋅=

+−

−−

yxe

eeyxf

yx

yx

π

ππ (49)

Pour déterminer la distribution conjointe de 2R  et de θ , nous effectuons le changement
de variables suivant

22 yxd += (50)

et

.tan 1
��
�

�
��
�

�
= −

y
xθ (51)

Le Jacobien de cette transformation est égal à

.2

22

2222

=

++
−=

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

yx
x

yx
y

yx

yx

y
d

x
d

θθ (52)

D'où

.20,0,
2
1

2
1),( 2 πθ

π
θ <<∞<<⋅=

−
dedf

d

(53)

Ce résultat est égal au produit d'une variable aléatoire exponentielle de moyenne 2 et
d'une variable aléatoire uniforme distribuée sur )2,0( π , il s'ensuit que

2R  et θ  sont indépendantes, avec 2R  ayant une distribution
exponentielle de moyenne 2 et θ  ayant une distribution
uniforme sur )2,0( π . (54)

En utilisant ce résultat, nous pouvons générer une paire de nombres aléatoires standard
X et Y. En premier lieu, nous générons les coordonnées polaires à partir de nombres
aléatoires uniformes et les transformons ensuite en coordonnées rectangulaires. Le
pseudo-code qui permet d'obtenir cette transformation est donné ci-dessous.
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Pseudo-code

1. Générer deux nombres aléatoires uniformes 1U  et 2U .
2. Poser 1

2 log2 UR −=  et 22 Uπθ = .
3. Poser )2cos(log2cos 21 UURX πθ −== .

4. Poser )2sin(log2sin 21 UURY πθ −== .

Les transformations données aux étapes 3 et 4 sont connues sous le nom de
transformations de Box-Muller. Un exemple de mise en oeuvre en APL est donné dans
l’annexe F ainsi qu'un exemple d'exécution.

Malheureusement, la transformation de Box-Muller est consommatrice en temps
d'exécution et cela vient des opérations trigonométriques entre particulier. Il est possible
de déterminer les valeurs du sinus et du cosinus de manière indirecte pour un angle
aléatoire.

Comme U est uniformément distribué sur (0,1) alors U2  est uniforme sur (0,2) et donc
12 −U  est uniforme sur (-1,1). Donc, si nous générons les nombres aléatoires uniformes

1U  et 2U , nous pouvons poser

12 11 −= UV (55)

et

.12 22 −= UV (56)

Nous obtenons donc que ),( 21 VV  est uniformément distribué dans un carré d'une
surface totale de 4 centré en (0, 0). Supposons maintenant que nous générons des paires

),( 21 VV  jusqu'à ce qu'une d'entre elles soit contenue dans un cercle de rayon 1 et centré
en (0, 0) ou, autrement dit, que la paire ),( 21 VV  satisfait la condition 12

2
2

1 ≤+VV . Nous
disposons maintenant d'une paire ),( 21 VV  qui est uniformément distribuée dans le
cercle.

Si R et θ  représentent les coordonnées polaires de cette paire, il est alors aisé de vérifier
que R et θ  sont indépendantes avec 2R  distribuée uniformément sur (0,1) et avec θ
distribuée uniformément sur )2,0( π . Comme θ  est un angle aléatoire, il s'ensuit que
nous pouvons générer le sinus et le cosinus de l'angle aléatoire θ  en générant un point
aléatoire ),( 21 VV  dans le cercle et nous pouvons poser

2
2

2
1

22sin
VV

V
R
V

+
==θ (57)
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et

.cos
2

2
2

1

11

VV
V

R
V

+
==θ (58)

De la transformation de Box-Muller, il s'ensuit que nous pouvons générer une paire de
nombres aléatoires distribués selon la loi Normale en générant un nombre aléatoire U et
en posant

2
2

2
1

1log2
VV

VUX
+

−= (59)

et

.log2
2

2
2

1

2

VV
VUY

+
−= (60)

Comme 2
2

2
1

2 VVR +=  est également distribuée uniformément sur (0, 1) et est
indépendante de la variable aléatoire θ , nous pouvons l'utiliser en lieu et place du
nombre aléatoire U. En posant 2RS = , nous obtenons que

S
SV

S
VSX log2log2 1

1 −=−= (61)

et

.log2log2 2
2

S
SV

S
VSY −=−= (62)

Ces deux variables aléatoires Normales standard sont indépendantes lorsque ),( 21 VV  est
un point choisi aléatoirement dans un cercle de rayon 1 centré à l'origine et que

2
2

2
1 VVS += .

Le pseudo-code qui permet d'obtenir deux nombres aléatoires distribués selon une loi
Normale standard est donné ci-dessous.
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Pseudo-code

1. Générer deux nombres aléatoires uniformes 1U  et 2U .
2. Poser 12 11 −= UV , 12 22 −= UV  et 2

2
2

1 VVS += .
3. Si S > 1 alors retour à l'étape 1.

4. Poser 
S

SVX log2
1

−= .

5. Poser 
S

SVY log2
2

−= .

L'algorithme examiné ci-dessus est appelé méthode polaire. Un exemple de mise en
oeuvre en APL est donné dans l’annexe G ainsi qu'un exemple d'exécution.

Comme la génération des nombres aléatoires 1V  et 2V  est soumise à la contrainte que
12

2
2

1 ≤+= VVS , la probabilité d'accepter cette valeur de S est égale au rapport de l'aire
d'un cercle de rayon 1 à l'aire d'un carré dont les côtés sont de longueur 2 (la définition

de S suggère de centrer ces figures à l'origine). Cette probabilité est égale à 785.0
4

≅π ,

le nombre moyen d'itérations est donc égal à l'inverse, soit 1.273.

6 Buts et mécanismes des systèmes bonus-malus

On examinera le mécanisme appliqué de manière uniforme en Suisse par toutes les
compagnies d’assurances automobiles avant le 1er janvier 1996.

Depuis cette date, le marché a été libéralisé et chaque compagnie a adopté des stratégies
différentes en classant les conducteurs en fonction du sexe, de l’âge, du type de voiture,
de la cylindrée, de la nationalité, etc. Chaque compagnie peut également avoir des
échelles de primes différentes, l’entrée dans le système ne se faisant pas forcément à
100% de la prime base.

Le système bonus-malus est basé sur les chaînes de Markov dont les différents états sont
décrits dans le tableau 3 ainsi que les pourcentages de la prime de base. Ce tableau est
valable pour une voiture de tourisme dont la cylindrée est comprise entre 1393 et 2963
centimètres cubes. L’entrée dans le système par un nouvel automobiliste se fait à l’état 9
et il paie donc de ce fait la prime de base pour la première année d’assurance.
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Tableau 3 : Echelle des primes

Les règles de transitions suivantes s’appliquent pour toutes les années subséquentes, si
on identifie l’état de l’année précédente par x le nouvel état sera :

)0;1max( −x si aucun sinistre n’est survenu pendant l’année,
)21;min( snx ⋅+ si n sinistres sont annoncés à l’assureur.

Dans le modèle utilisé en Suisse entre 1990 et 1996, chaque sinistre nous fait avancer le
compteur d'état d'une valeur s = 4.

Nous remarquons également qu’un assuré qui est déjà au bénéfice du bonus maximal le
restera l’année suivante pour autant qu’il n’ait aucun sinistre dans l’année en cours. De
même l’assuré qui paie la prime la plus élevée restera à ce niveau de prime s’il cause un
nouveau sinistre pendant l’année, à moins que la compagnie ne l’exclut suite à ce
sinistre, ce dont nous ne tiendrons pas compte dans le modèle théorique.

7 Estimation des distributions en régimes transitoire et
stationnaire grâce aux simulations

Dans cette section, nous allons voir que nous pouvons obtenir la distribution
stationnaire du système bonus-malus de manière récursive sans faire appel à la théorie
des chaînes de Markov.

Nous avons un système bonus-malus avec 221 =+n  états compris entre 0 et 21. Nous
désignons par tX  son état au temps t, ,...,2,1,0=t  et 00 xX =  son état initial qui dans
notre système vaut 9. Nous pouvons écrire l'état au temps 1+t  comme

�
�

�
�

�

>+
≤+≤+

−=+
=

+

++

+

+

.si
,0si,

,1si,0

1

11

1

1

nYXn
nYXYX

YX
X

tt

tttt

tt

t (63)

Etat Prime Etat Prime Etat Prime Etat Prime
0 45% 6 75% 12 130% 18 215%
1 50% 7 80% 13 140% 19 230%
2 55% 8 90% 14 155% 20 250%
3 60% 9 100% 15 170% 21 270%
4 65% 10 110% 16 185%
5 70% 11 120% 17 200%
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avec la variation de l'état définie comme

�
�
�

=−
≥⋅

=
+

++
+ .0si1

,1si

1

11
1

t

tt
t N

NNs
Y (64)

avec s = 4 et

)Poisson(~1 λ+tN nombre d'accidents. (65)

Statistiquement le conducteur européen a un accident en moyenne tous les 10 ans, cela
nous amène à prendre 10.0=λ  dans notre simulation. Il est à noter qu'en Suisse, cette
fréquence est actuellement d'un accident tous les 14 ans, ce qui donne 07.0=λ .

Nous effectuerons la simulation 100'000 fois, comme s'il s'agissait de plusieurs assurés.
On peut également imaginer qu'il s'agit du même assuré pour lequel on effectue 100'000
simulations.

Pseudo-code

1. Initialisation de la matrice de résultat z à 0.
2. Pour k = 1 à 100000 par pas de 1 répéter

3. Poser x = 9
4. Poser 1]0;[]0;[ += xzxz
5. Pour t = 1 à 1000 par pas de 1 répéter

6. Poser n = InversePoisson(0.10)
7. Poser y = -1 si n = 0 et ny ⋅= 4  sinon
8. Poser )21;)0;min(max( yxx +=
9. Poser 1];[];[ += txztxz

10. Fin pour
11. Fin pour

Dans le pseudo-code décrit ci-dessus, z représente la matrice des résultats. Il vient
immédiatement que ]0;9[z  doit contenir, dans notre cas, la valeur 100'000. La
répartition dans les autres colonnes dépend de la simulation, mais le total de chaque
colonne doit être égal à 100'000 par définition.

En divisant toutes les valeurs par 100'000, on obtient la fonction de densité de
probabilité correspondante, la fonction de répartition est obtenue en effectuant une
somme progressive dans chacune des colonnes de la matrice et, par définition, nous
aurons .1000,...,2,1,0,1),21( == ttF
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La distribution stationnaire )(xF  est donnée par

.),(lim)( txFxF
t ∞→

= (66)

Dans notre simulation, il est évident que nous ne pouvons pas faire tendre le temps
jusqu'à l'infini, c'est pour cela que nous nous sommes volontairement arrêtés au temps

1000=t  alors qu'une valeur de 100=t  aurait été suffisante. On voit par contre
clairement qu'entre cette borne minimale et celle que nous avons utilisée, la distribution
stagne et apparaît comme étant stationnaire.

Dans l'annexe H et I figurent respectivement le listing du programme de simulation et le
détail des simulations. Un extrait des résultats figure dans le tableau 4 ci-dessous.

0 1 2 9 10 20 30 50 100 1000
0 0.0000 0.0000 0.0000 0.4073 0.3674 0.5088 0.5428 0.5575 0.5594 0.5606
1 0.0000 0.0000 0.0000 0.4073 0.3674 0.5439 0.5926 0.6133 0.6180 0.6180
2 0.0000 0.0000 0.0000 0.4073 0.3674 0.5815 0.6466 0.6752 0.6825 0.6832
3 0.0000 0.0000 0.0000 0.4073 0.3674 0.6361 0.7160 0.7479 0.7544 0.7539
4 0.0000 0.0000 0.0000 0.4073 0.7353 0.8033 0.8221 0.8304 0.8344 0.8325
5 0.0000 0.0000 0.0000 0.7727 0.7353 0.8208 0.8473 0.8614 0.8657 0.8643
6 0.0000 0.0000 0.0000 0.7727 0.7353 0.8358 0.8695 0.8897 0.8947 0.8939
7 0.0000 0.0000 0.8210 0.7727 0.7353 0.8480 0.8895 0.9151 0.9203 0.9199
8 0.0000 0.9045 0.8210 0.7727 0.7534 0.8748 0.9162 0.9383 0.9420 0.9428
9 1.0000 0.9045 0.8210 0.7906 0.9188 0.9388 0.9484 0.9540 0.9551 0.9557

10 1.0000 0.9045 0.8210 0.9364 0.9188 0.9436 0.9562 0.9642 0.9654 0.9661
11 1.0000 0.9045 0.8210 0.9364 0.9188 0.9469 0.9626 0.9729 0.9740 0.9748
12 1.0000 0.9045 0.9827 0.9364 0.9194 0.9505 0.9681 0.9792 0.9811 0.9813
13 1.0000 0.9952 0.9827 0.9370 0.9366 0.9627 0.9769 0.9847 0.9860 0.9861
14 1.0000 0.9952 0.9827 0.9520 0.9812 0.9839 0.9870 0.9889 0.9898 0.9900
15 1.0000 0.9952 0.9827 0.9867 0.9815 0.9854 0.9894 0.9918 0.9924 0.9928
16 1.0000 0.9952 0.9910 0.9870 0.9821 0.9870 0.9914 0.9940 0.9948 0.9950
17 1.0000 0.9999 0.9988 0.9877 0.9841 0.9893 0.9935 0.9956 0.9965 0.9964
18 1.0000 0.9999 0.9988 0.9896 0.9905 0.9940 0.9962 0.9973 0.9979 0.9975
19 1.0000 0.9999 0.9988 0.9945 0.9975 0.9976 0.9985 0.9986 0.9988 0.9986
20 1.0000 0.9999 0.9990 0.9989 0.9986 0.9987 0.9994 0.9993 0.9996 0.9994
21 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

t e m p s

Et
at

Tableau 4 : Distributions transitoires et stationnaires de la simulation

Dans notre simulation, on constate que 56% des assurés se retrouvent dans l'état 0 dans
le cas de la distribution stationnaire que cela soit après 100 ou 1000 unités de temps.

La détermination de la classe moyenne pour chaque unité de temps est donnée par

[ ] .),(
21

0
�

=

⋅=
x

t txfxXE (67)
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où ),( txf  est la fonction de densité de probabilité de la distribution transitoire et x est la
classe concernée.

Pour la détermination de la prime moyenne par unité de temps, on procède par analogie
avec la formule précédente, )(xb  donnant le taux de prime de la classe x, donc la
formule est

[ ] �
=

⋅=
21

0
.),()(

x
X txfxbbE

t
(68)

En appliquant ces deux formules sur la fonction de densité de probabilité, nous avons
calculé la classe et la prime moyenne en fonction du temps. Un extrait des résultats
obtenus est donné dans le tableau 5.

Temps 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 20 50 100 1000
Classe 9.00 8.50 7.98 7.47 6.97 6.47 5.96 5.46 4.95 4.44 4.31 2.87 2.15 2.10 2.10
Prime 1.00 0.95 0.90 0.89 0.87 0.84 0.81 0.78 0.76 0.73 0.72 0.63 0.58 0.57 0.57

Tableau 5 : Classe et prime moyenne

On voit que la prime moyenne diminue avec le temps. Si la totalité des primes
encaissées tend à devenir trop bas par rapport à l'évolution du coût total des sinistres, la
compagnie d'assurance sera obligée de réajuster la prime de base à la hausse.

8 Conclusion

Dans le cadre de ce travail, nous avons eu l'occasion d'examiner différentes méthodes
pour obtenir des nombres aléatoires distribués selon les lois de Poisson, Exponentielle,
Normale et Gamma.

La pierre angulaire pour pouvoir utiliser ces techniques est de disposer d'un générateur
de nombres uniformes de bonne qualité, ce que nous avons considéré comme acquis
dans le cadre de l'utilisation du langage de programmation APL PLUS III sous
Windows. Néanmoins, ce point est très important, car il conditionne la qualité des
simulations qui peuvent être obtenues. Il est à noter qu'il existe des ouvrages traitant des
générateurs uniformes de manière très détaillée.

Les méthodes de génération de nombres distribués de manière non uniforme ont
chacune leurs qualités et leurs défauts. La méthode de l'inverse a comme principal
défaut la nécessité de connaître l'inverse de la fonction de répartition pour la distribution
souhaitée, ce qui n'est pas toujours possible. La méthode d'acceptation-rejet nécessite
quant à elle de déterminer une fonction de comparaison, ce qui peut se révéler plus ou
moins difficile. De plus, ces deux algorithmes, à l'exception notoire de l'exponentielle,
nécessitent de faire une ou plusieurs itérations pour obtenir le résultat souhaité.
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Pour le cas particulier de la loi Normale, nous avons eu l'occasion d'examiner une
méthode basée sur la transformation du référentiel, puisque nous passons des
coordonnées polaires aux coordonnées rectangulaires. Cet algorithme ne nécessite pas
de boucle si l'on utilise les fonctions trigonométriques sinus et cosinus. Une variante de
cet algorithme effectue une ou plusieurs itérations pour remplacer les fonctions
trigonométriques.

A partir de ce travail de base, nous nous sommes intéressés à utiliser ces connaissances
dans le cadre du sujet de ce travail de séminaire, à savoir la simulation des distributions
en régimes transitoire et stationnaire du système bonus-malus tel qu'il a été appliqué en
Suisse de manière uniforme entre 1990 et 1996. Nous avons pu constater que 56% des
assurés se retrouvent dans la classe 0 après 100 ou 1000 ans, durée qui représente la
distribution stationnaire.
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10 Annexes

A Listing du programme générateur de nombres aléatoires
uniformes en langage C

 /* Générateurs de nombres pseudo-aléatoires
 Congruentiel multiplicatif et Congruentiel mixte */
 
 #include "stdio.h"
 #include "math.h"
 
 
 #define rlRndCongrMult() rlrnd(&lwRndCongrMult,0)
 #define rlRndCongrMultF() rlrndf(&lwRndCongrMult,0)
 
 #define rlRndCongrMixt() rlrnd(&lwRndCongrMixt,c_)
 #define rlRndCongrMixtF() rlrndf(&lwRndCongrMixt,c_)
 
 
 #define a_ 16807L
 #define m_ 2147483647L
 #define c_ 123456L
 
 
 static unsigned long lwRndCongrMult;
 static unsigned long lwRndCongrMixt;
 static unsigned long lwA;
 static unsigned long lwM;
 
 
 /* Cette fonction implémente l'algorithme
 congruentiel multiplicatif si lwC = 0 et
 congruentiel mixte si lwC != 0 */
 
 long rlrnd (unsigned long *lwRnd,
 unsigned long lwC)
 {
 return *lwRnd = (lwA * *lwRnd + lwC) % lwM;
 }
 
 
 /* Cette fonction retourne le nombre aléatoire distribué
 sur (0,1) en divisant la valeur retournée par la
 fonction précédente par lwM */
 
 double rlrndf (unsigned long *lwRnd,
 unsigned longlwC)
 {
 return (double) rlrnd(lwRnd,lwC) / lwM;
 }
 
 
 /* Test des algorithmes */
 
 int main (int argc,
 char *argv[])
 {
 unsigned long c, p, mc;
 int n;
 double r1, r2, s1, s2, ss1, ss2,
 moy1, moy2, var1, var2;
 
 printf("Nombre de boucles exprimé en puissance de 10 : ");
 scanf("%lu",&n);
 printf("Initialisation des générateurs (1-%ld) : ",m_ - 1);
 scanf("%lu",&lwRndCongrMult);
 lwRndCongrMixt = lwRndCongrMult;
 lwA = a_;
 lwM = m_;
 p = 10;
 s1 = s2 = 0;
 ss1 = ss2 = 0;
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 mc = pow10(n);
 
 printf("Test des algorithmes congruentiel multiplicatif et mixte\n\n");
 printf("Germe: %10ld\n\n",lwRndCongrMult);
 printf(" Congruentiel multiplicatif | Congruentiel mixte \n");
 printf(" tirages somme moyenne var. | somme moyenne var.\n");
 printf("--------------------------------------------+---------------------------------\n");
 for(c = 1; c <= mc; c++)
 {
 r1 = rlRndCongrMultF();
 r2 = rlRndCongrMixtF();
 s1 += r1;
 s2 += r2;
 ss1 += r1 * r1;
 ss2 += r2 * r2;
 if (c == p)
 {
 moy1 = s1 / c;
 moy2 = s2 / c;
 var1 = c / (c - 1) * (ss1 / c - moy1 * moy1);
 var2 = c / (c - 1) * (ss2 / c - moy2 * moy2);
 printf("%10ld %16.5f %7.5f %7.5f | %16.5f %7.5f
%7.5f\n",c,s1,moy1,var1,s2,moy2,var2);
 p *= 10;
 }
 }
 }

B Exécution du programme générateur de nombres aléatoires
uniformes

 Nombre de boucles exprimé en puissance de 10 : 8
 Initialisation des générateurs (1-2147483646) : 1234567
 Test des algorithmes congruentiel multiplicatif et mixte
 
 Germe: 1234567
 
 Congruentiel multiplicatif | Congruentiel mixte
 tirages somme moyenne var. | somme moyenne var.
 --------------------------------------------+---------------------------------
 10 4.94160 0.49416 0.08831 | 4.58373 0.45837 0.06636
 100 50.24398 0.50244 0.08355 | 46.95508 0.46955 0.07491
 1000 502.46619 0.50247 0.08396 | 497.82485 0.49782 0.08134
 10000 4989.45113 0.49895 0.08443 | 4996.48545 0.49965 0.08297
 100000 50309.88417 0.50310 0.08348 | 50226.87750 0.50227 0.08368
 1000000 504499.47266 0.50450 0.08361 | 503399.73299 0.50340 0.08380
 10000000 5046459.06512 0.50465 0.08363 | 5035451.26589 0.50355 0.08381
 100000000 50466031.33565 0.50466 0.08363 | 50355823.66940 0.50356 0.08381
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C Intégration par la méthode de Monte Carlo
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H Listing du programme de simulation
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I Détail des distributions transitoires simulées
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